Indice

Introdugio
1. Pressupostos
Sobre a matemadtica
Sobre o ensino da Matemdtica
Sobre o conhecimento profissional
do professor de Matemdtica
2. Recomendagdes gerais para a formacao
matematica dos futuros professores
3. Recomendacdes especificas para a formagio
matematica dos futuros educadores de infincia
e professores dos 1° e 2° ciclos do ensino bdsico
Ponto da situagio
Temas matemdticos a incluir
num programa de formagio inicial
4. Temas matematicos essenciais e respectivas
abordagens relativos a formagdo matematica
dos futuros professores do 3° ciclo do ensino basico
e do ensino secundario
Niimeros e operagoes
Algebra
Geometria
Fungoes e Analise
Matematica Discreta e Légica
Estatistica e Probabilidades
Aplicagoes as Ciéncias da Computagio

5. Bibliografia

oo Ut Ut W

17

25
25

26

33
33
36
37
41
44
45
46
49



Nota prévia

O documento agora publicado, embora da responsabilidade dos autores, é subs-
crito pela Secgido de Educagio Matematica da Sociedade Portuguesa de Ciéncias
da Educacio e pela Associacgdo de Professores de Matemdtica.



Introducao

A formacio inicial dos futuros educadores de infincia e professores de
Matematica dos ensinos basico e secundario, em particular no que respei-
ta a sua componente matematica, tem uma importancia determinante na
qualidade da formag¢ido matematica dos jovens.

Embora reconhecendo a existéncia de um conjunto mais amplo de
factores — relativos ao curriculo, as condi¢des materiais das escolas, ¢ as
outras componentes de formagdo profissional dos professores — que con-
tribuem também de modo essencial para a formagio, existe a constata-
¢do, através da nossa experiéncia profissional e de evidéncia decorrente
de diversas avaliagdes das licenciaturas em ensino, de problemas reais na
formagdo matemaitica dos futuros educadores de infincia e professores,
tanto nas Escolas Superiores de Educagido como nas Universidades (licen-
ciaturas em ensino da Matematica). Tal facto levou a Sec¢do de Educagio
Matemitica da Sociedade Portuguesa de Ciéncias de Educagio a diri-
gir um convite a Associacéio de Professores de Matematica e a Sociedade
Portuguesa de Matematica no sentido da criagdo de um Grupo de Trabalho
sobre esta problematica.

O objectivo deste grupo foi a elaboragdo de um conjunto de reco-
mendacgoes para a formacao inicial dos educadores de infincia e dos pro-
fessores dos ensinos bdsico e secundario, no que respeita a componente
matemadtica. Conjuntos andlogos de recomendagdes tém sido publicados
em outros paises, nomeadamente nos Estados Unidos, também em resul-
tado do trabalho cooperativo de diversas associagdes profissionais e cien-
tificas ligadas ao ensino da Matemitica.

Apés um trabalho continuado ao longo de cerca de dois anos, foi
elaborada uma versao das recomendagdes para discussio. A SEMSPCE e
a APM desenvolveram diversas estratégias para favorecer uma discussio
alargada, nomeadamente a um conjunto amplo de professores de institui-
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Introducao

¢oes do ensino superior directamente ligados a formac@o inicial de pro-
fessores de Matemadtica. A Direc¢do da SPM, nesta fase do trabalho, des-
ligou-se do processo.

Depois de introduzidos diversos ajustamentos decorrentes das con-
sultas efectuadas, o documento foi dado por concluido pela equipa que
dele & responsdvel, dando-se agora a sua publicacdo. E, contudo, de cha-
mar a aten¢do que ndo se considera que o tema esteja encerrado. Este
documento, que se dirige a todos aqueles que, de uma forma directa ou
indirecta, se interessam pela formagdo de professores de Matematica, é
antes visto como um ponto de partida para novas discussdes, certamente
necessarias no futuro proximo, em torno da forma¢io matemdtica na for-
mac@o inicial de professores de Matematica.

Este documento estd organizado em quatro partes. A primeira apre-
senta um conjunto de pressupostos, com a finalidade de estabelecer um
quadro de referéncia para as recomendacdes. Estes pressupostos dizem,
respectivamente, respeito a matemadtica; ao ensino da Matematica; € ao
conhecimento profissional do professor.

Segue-se uma segunda parte onde se apresentam propriamen-
te as recomendagdes gerais para a formacdo matemadtica dos futuros
professores.

Na terceira parte, que trata mais especificamente a formagio mate-
matica dos educadores de infincia e dos professores dos 1° ¢ 2° ciclos do
ensino bdsico, ¢ na quarta parte, que diz respeito aos professores do 3°
ciclo do ensino basico e do ensino secunddrio, sio propostos alguns temas
essenciais da sua formacdo e respectivas abordagens, em consonincia ¢
como concretiza¢do das recomendagdes enunciadas. Estas duas dltimas
partes devem ser lidas como exemplos ilustrativos das recomendacdes ¢
ndo como uma proposta de curriculo.



1. Pressupostos

Sobre a matematica

A natureza da actividade matematica

A matemdtica é uma ciéncia que se integra no patriménio cultural da
humanidade. Quando nos referimos a matemadtica pretendemos incluir
todo um conjunto de actividades humanas que excedem largamente os
produtos finais desta ciéncia, normalmente sintetizados em publicacdes
(livros, artigos cientificos, textos didacticos e de divulgagio).

Para a caracterizagdo do que ¢ a matemitica e da natureza da acti-
vidade matematica, tomou-se como referéncia a actividade dos investiga-
dores em matematica. Embora ndo se deva esquecer que existem outras
actividades com uma componente rica de matematica (ciéncias exactas,
engenharia, economia, gestdo, artes, etc.), s a investigacido retine todas
as caracteristicas da actividade em matemadtica enquanto ciéncia.

A actividade de investigagdo em matematica pode ser organizada
em quatro categorias:

1 — Aprendizagem inicial

2 — Identificacg@io de problemas ou questdes

3 — Resolugio de problemas

4 — Organizacio e apresentagdo de resultados

1 — Aprendizagem inicial

O trabalho em matematica é, em geral, feito a partir de desenvolvimentos

matematicos anteriores. Mesmo quando uma nova drea € abordada existe

um conjunto de conhecimentos, técnicas, hdbitos de trabalho anteriores.
Esta aquisi¢do inicial ¢ feita de diversos modos: através da leitura

de livros e artigos, através do estudo de exemplos e contra-exemplos, atra-

vés da discussdo com outros matemadticos e da assisténcia a cursos, pales-
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1. Pressupostos

tras ou semindrios. Com esta fase de aprendizagem inicial pretende-se a
compreensio de conceitos e resultados ¢ o dominio dos procedimentos.

2 — Identificacdo de problemas ou questdes

A investigacdio em matemadtica faz-se tentando resolver problemas.
Existem diversos processos que ddo origem aos problemas. Um proces-
so simples consiste em tentar generalizar resultados conhecidos. Outro
processo consiste em tentar confirmar ou infirmar suspeitas desenvolvi-
das no estudo de casos particulares (indugdo). Quando o problema abor-
dado se revela de dificil resolucio, uma estratégia consiste em considerar
um problema simplificado ou parcial obtido com base no primeiro. Por
vezes, surgem noutras dreas questdes que se revelam interessantes pro-
blemas matematicos. O trabalho em drea distintas da matematica revela
por vezes estruturas semelhantes, o que pode dar origem a um trabalho
de generalizagio.

3 — Resolucao de problemas
A resolu¢do de problemas é uma actividade complexa durante a qual
podem ser usadas diversas estratégias.

A experimenta¢do com estudo de casos particulares pode ajudar a
ganhar uma visdo intuitiva sobre os objectos em estudo. Esta intuic¢do é
muito importante no processo de invengio em matemadtica. Fazem-se por
vezes cdlculos longos. Fazem-se conjecturas. Estabelecem-se elos par-
ciais em cadeias de raciocinio que se tinham previamente conjectura-
do. Ensaiam-se multiplas ligacdes l6gicas entre proposicdes intermédias.
Por vezes, existem periodos de concentrag¢do intensa e sustentada que se
repetem antes que o resultado procurado seja atingido. A intui¢io sugere
por vezes conjecturas que se tentam demonstrar ou contraditar através de
contra-exemplos.

4 — Organizacdo e apresentacao de resultados

A resolugio de problemas s6 fica efectivamente concluida depois da orga-
nizac¢do dos resultados e da sua validacio pelos pares. Em matemadtica
esta organiza¢do consiste no enunciado ¢ demonstracdo de proposi¢oes
ou teoremas. Alguns aspectos a destacar sio a escolha dos conceitos a
figurar nas defini¢des, a escolha dos resultados a destacar em detrimento
de outros que sdo considerados apenas auxiliares, a sequéncia l6gica usa-
da para demonstrar os resultados ¢ a escolha das notagdes.



Sobre a matematica

Nesta fase usa-se a logica e um nivel de formalizacdo adequado
para assegurar tanto quanto possivel a certeza dos resultados demonstra-
dos. Existe liberdade na estruturagido, procurando a melhor organizagio
para o fim em vista: pode ser a compreensdo do que se estuda, o ensino
ou a aplicagido noutras dreas. O processo de axiomatizagdo ou de reorgani-
zacdo pode ser uma drea especifica de investigagio.

A fase final deste ciclo (sem prejuizo de um eventual reinicio) con-
siste na apresentacdo dos resultados. Esta apresentagio raramente segue
a sequéncia formal de demonstrac¢do. H4 necessidade de enquadrar o pro-
blema que se resolveu. A introdug¢ido de conceitos pode ser feita através de
exemplos. Nas demonstragdes € por vezes conveniente esbogar as ideias
fundamentais ¢ depois dar os detalhes, eventualmente deixando aspec-
tos muito técnicos e pouco interessantes para um apéndice. A redacgio é
adaptada a ocasido e aos destinatarios.

Finalmente, o trabalho é submetido para aprecia¢do. Com frequén-
cia esta fase dd origem a uma revisdo da apresentag¢do dos resultados e,
por vezes, a uma altera¢@o do trabalho por sugestio dos revisores.

Caracteristicas da matematica como ciéncia

Embora a apresentacdo dos resultados em matemadtica seja normalmente
feita sob a forma de uma cadeia dedutiva, a matemdtica enquanto cié€ncia
nio é puramente dedutiva. Um teorema ndo se demonstra pela primei-
ra vez pegando num conjunto de hipoteses deduzindo ordenadamente as
conclusoes. Esta é apenas a apresentac@o final.

A matemidtica ¢ uma ciéncia exacta mas apenas na medida em que
procura deduzir conclusdes seguras a partir de premissas bem definidas.
A possibilidade de definir pontos de partida diferentes permite chegar a
construgdes matematicas distintas e até aparentemente contraditorias.

A matemaitica envolve simultaneamente diversas faculdades huma-
nas que podem parecer incompativeis. Por um lado, envolve imaginagio
e liberdade criativa, quer na procura de novos problemas, quer na procura
de solugdes. Por outro lado, estrutura-se com base na for¢a dos raciocinios
e das demonstragdes, podendo dar lugar a uma formalizagdo de grande
beleza. Este processo ndo tem um sentido Gnico nem é necessariamen-
te uma forma de encerrar os assuntos: a constru¢do de uma teoria formal
pode ser criativa e fonte de novos problemas.

A matematica nio descreve necessariamente a realidade fisica,
embora a adequagio a realidade fisica seja historicamente um dos mais
poderosos estimulos ao seu desenvolvimento.
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Desde sempre a matemadtica tem estado ligada a arte, com espe-
cial destaque para as artes visuais ¢ para a musica. Com o surgimento da
ciéncia moderna a matemadtica passou a desempenhar um papel central
como linguagem e estrutura para a constru¢do de modelos em ciéncia.
Este papel comegou na fisica e nas ciéncias naturais mas estende-se hoje
a quase todas as ciéncias, incluindo partes das ciéncias sociais ¢ huma-
nas. Hoje sdo muitas ¢ muito diversas as dreas de trabalho em matemati-
ca, mas ¢ possivel por vezes desenvolver trabalho numa drea com pouco
conhecimento de outra drea.

Sobre o ensino da Matematica

Matematica de qualidade para todos os alunos
Todos os alunos dos ensinos bédsico e secundério, independentemente
das suas op¢des quanto ao prosseguimento de estudos, tém direito, ao
longo da escolaridade, a uma educa¢io matematica de qualidade que lhes
permita:
® adquirir uma compreensio progressiva da natureza da matemdtica, dos seus
processos e caracteristicas como ciéncia, e apreciar a sua beleza;
® compreender e apreciar o poder das aplicacoes da matemdtica, da sua rele-
vdncia na sociedade contemporinea e do seu papel historico no progresso da
civilizagio;
® desenvolver, na medida das suas necessidades e interesses, capacidades mate-
mdticas para a vida quotidiana, para o exercicio de uma cidadania plena e
para prosseguir estudos superiores, em pan‘icular para aa’guirir uma formapda

profissional.

O enunciado anterior pretende em primeiro lugar salientar que nos esta-
mos a referir ao ensino da Matemadtica para todos os alunos dos ensinos
bdsico e secunddrio e ndo apenas para aqueles que pretendem seguir

estudos superiores — por exemplo matemadtica, engenharia, ciéncias
da natureza — que possam implicar uma prepara¢do matemadtica mais
especifica.

Além disso, a defesa de uma educacio matemitica de qualidade para
todos ndo pretende equivaler a uma proposta de Matematica escolar uni-
forme, e reduzida a uma espécie de “maximo divisor comum”, durante
toda a escolaridade ndo superior. Pelo contririo, a referéncia a uma edu-
cacdo matemdtica de qualidade para todos significa que, ndo obstante dife-
rencas fisicas, de personalidade e meio social de origem, a todos os alunos
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Sobre o ensino da Matematica

deve ser dada oportunidade e apoio para uma aprendizagem com Sucesso
da Matemitica ao longo de toda a escolaridade, de modo a que as refe-
ridas diferengas ndo originem uma diminui¢io das expectativas quanto
ao percurso escolar e que cada um possa desenvolver no maximo grau as
suas potencialidades proprias.

Assim, a formulagio anterior implica entre outras as seguintes
consequéncias:

e o0s alunos que revelem, em qualquer ponto do seu percurso escolar,
especial gosto e aptiddao para a Matematica, devem ter oportunidade
e apoio para desenvolver essa aptidido, embora sempre de acordo com
um principio de inclusdo escolar ¢ nfo de exclusio ou criagio de tur-
mas ou grupos de “superdotados”;

e cmbora todos os alunos que estejam no ensino secundario (10° ao 12°
anos de escolaridade) devam ter uma Matemadtica comum, devem ser
dadas oportunidades aos alunos que o desejem — e tenham por exem-
plo a inteng¢do de prosseguir estudos superiores envolvendo maior pre-
paragdo matematica — de adquirir essa preparagdo, através da oferta
de disciplinas de op¢do ao longo dos trés anos do secundario.

E ainda de salientar uma outra implicacio importante: o ensino da
Matematica deve proporcionar nio apenas a aprendizagem da Matemdtica
no sentido mais habitual (conhecimento dos factos ¢ procedimentos
matematicos e aquisi¢do de capacidades relativas a sua aplicagdo na reso-
lucdo de problemas e realiza¢do de investigacdes e projectos) mas tam-
bém uma aprendizagem sobre a matemdtica. Com efeito, a matemdtica tem
uma natureza propria, como ciéncia, que a distingue de outras activida-
des humanas e em particular das outras ciéncias. A compreensio aprofun-
dada dessa natureza, em todos os seus aspectos, implica uma familiarida-
de com o trabalho e a investigagio em matemadtica que apenas pode ser
adquirido pelos matemadticos profissionais ao longo dos anos. No entanto,
aspectos importantes ¢ distintivos dessa natureza podem ser apreendi-
dos progressivamente numa experiéncia matematica rica, em 12 anos de
escolaridade — nomeadamente o papel e o valor das defini¢oes, o papel
central da demonstragio matemdtica, o tipo de relagdes entre a matema-
tica ¢ 0 “mundo real”, a importincia dos processos de generalizacio e
abstrac¢io —, bem como certos hdbitos de pensamento caracteristicos da
matemdtica — nomeadamente a tendéncia para visualizar, para procurar
invariantes, para integrar experiéncia ¢ dedugio, para construir algorit-
mos e raciocinar acerca deles, e para raciocinar por continuidade.
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Na medida em que este objectivo relativo ao conhecimento da natu-
reza caracteristica da matemadtica for explicitamente assumido nos curricu-
los e interiorizado pelos professores, poder-se-d esperar que progressiva-
mente seja vencido o pouco conhecimento que existe na nossa sociedade,
mesmo entre as camadas mais cultas, sobre a ciéncia matemadtica.

O facto de no enunciado deste principio aparecerem separados o
objectivo “compreensio progressiva da natureza da matemdtica” (e tam-
bém os objectivos relativos a relevincia da matemadtica na sociedade con-
temporinea ¢ do seu papel histérico) € os objectivos relativos a aquisi¢do
de capacidades matemdticas propriamente ditas nio significa que eles
correspondam a partes diferentes e complementares do curriculo ou da matéria
a ensinar.

Na realidade, ndo € possivel “compreender a natureza da matema-
tica” sem actividade matemadtica ¢ é dessa mesma actividade que resulta
o poder matemadtico dos alunos.

Aprendizagem e experiéncia matematica
A base da aprendizagem matematica ¢ a experiéncia matemadtica. Em
consequéncia, o papel fundamental do professor de Matemadtica consis-
te em:
® procurar ter em conta as experiéncias anteriores dos alunos que possam consti-
tuir um ponto de partida para a sua aprendizagem matemditica;
®  propor actividades com significado que, de acordo com a maturidade dos alu-
nos, lhes proporcionem uma experiéncia matemdtica conducente aos objectivos
enunciados na sec¢do anterior;
® ajudar os alunos a reflectir sobre a sua propria experiéncia.

Estas afirmacgdes fundamentam-se na convicgido de que sem actividade nao
hd aprendizagem. Essa actividade pode assumir muitas formas, e quando
Lebesgue afirmava que “o melhor que um professor podia fazer nas suas
aulas era pensar a frente dos seus alunos”, certamente presumia que esse
modo de exposigio do professor desencadeava uma intensa actividade men-
tal dos alunos. Todos conhecemos outros modos de exposicdo do professor
que ndo provocam qualquer actividade da parte dos alunos. No entanto,
se ndo tem valor educativo a exposi¢io do professor que deixa mental-
mente passivos os alunos, também nio o tem a actividade dos alunos que
se basta a si prépria e que nio € objecto de reflexdo posterior.

Aquelas afirmacdes pretendem também salientar o papel funda-
mental do professor, que ndo deve ser identificado como o de simples

I0



Sobre o ensino da Matematica

emissor de matéria para o receptor aluno, mas como organizador da sucessdo
de experiéncias matemadticas do aluno. Essa organizacao exige uma aten-
¢ilo permanente na escolha das propostas de actividades, para que aque-
la sucessdo de experiéncias corresponda e conduza aos objectivos procu-
rados. Dai a dificuldade do papel do professor, pois ele préprio tem que
possuir um conhecimento matematico ¢ um conhecimento sobre a mate-
matica que lhe permitam fazer essas escolhas.

O que sdo as actividades com significado acima referidas? Sdo activi-
dades (resolugdo de problemas, exploragdes matematicas, projectos, ...)
que nio se limitam a promover a execu¢do de um conjunto de procedi-
mentos destinados a mecanizar o aluno na resolugio de exercicios através
de receitas. Esta pratica sé contribuiria para desvirtuar completamente
a finalidade do ensino da Matematica, habituando o aluno a nio pensar
e destruindo nele toda a iniciativa e espontaneidade para a resolucio de
problemas.

Mas isto nio quer dizer que o aluno nio va adquirindo alguma pro-
ficiéncia em algumas rotinas, tdteis no seu processo de aprendizagem da
Matematica. Essa proficiéncia serd adquirida num trabalho matematico
intenso e continuado, ¢ sobretudo através da prética daqueles tipos de
actividades.

Sdo ainda de salientar como actividades com significado aquelas
que, embora desligadas de uma utiliza¢io especifica, constituem ver-
dadeiros desafios intelectuais. Do ponto de vista educativo, este tltimo
aspecto ¢ muito importante, pois é ficil constatar como 0s mais jovens
gostam de adivinhas, ¢ como deixam na sua maior parte de gostar com
o tempo, depois de alguma escolarizagio. Dieudonné dizia que a maior
parte da matematica provinha de “devinettes” e ndo tinha sido provocada
pelas suas aplicagoes.

Recursos e materiais para o ensino da Matematica
A formacio dos professores de Matemadtica deve prepard-los para um
ambiente escolar em que professores e alunos tenham ao seu dispor,
para além dos suportes habituais de contetidos matemadticos inclui-
dos na biblioteca ¢ na mediateca, um conjunto de recursos e materiais,
nomeadamente:
® materiais manipuldveis dos mais diversos tipos, que permitam a utilizacdo e a
construgdo de modelos matemdticos proprios para a visualizagdo e compreensio
de conceitos bdsicos da matemdtica, nomeadamente em aritmética, geometria,
e dlgebra;
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1. Pressupostos

* a possibilidade de utilizar as oficinas da escola na construgio de modelos e
mecanismos matemdricos;

® o acesso em banda larga aos recursos da Internet;

® 0 acesso a calculadoras, computadores e a software dedicado ao ensino da
Matemadtica, como por exempla 0 .cofz‘ware para geometria dindmica e os
manipuldveis virtuais (applets Java e outros).

A histéria da matematica mostra amplamente como a construgdo da mate-
matica como ciéncia nunca esteve reduzida a escrita de simbolos na areia,
com uma vara, ou a papel e ldpis. Da mesma forma a aprendizagem da
Matematica ndo pode estar limitada a estes instrumentos, mesmo que
lhes associemos o compasso, a régua ¢ o transferidor.

Desde os primeiros anos de escolaridade até ao fim do secundé-
rio, o professor deve propor aos seus alunos a manipulagio, visualizag¢ido
e construc¢do de modelos matematicos dos mais variados tipos. As finali-
dades, contextos ¢ propostas serdo naturalmente diferentes conforme a
maturidade dos alunos. Nos primeiros anos, os objectivos de Froebel no
seu primeiro jardim-escola mantém-se — a experiéncia de miultiplas per-
cepgoes visuais e ticteis, a aquisi¢io de uma familiaridade com objectos
matemadticos bédsicos que lhes permitam mais tarde desenvolver ¢ apro-
fundar a percepcio de relagdes e correspondéncias espaciais, recorrendo
a sua imaginacio assim enriquecida. A manipulac¢do dessas formas bésicas
nio é uma “brincadeira” que terminard quando se entrar na “matemadtica
a sério”, é simplesmente o comeg¢o de uma prética de observagio e visua-
lizacdo que 1rd continuar ¢ tornar-se mais sistematica e produtiva ao longo
da experiéncia matemadtica posterior, mesmo a nivel da investigagio feita
por matematicos profissionais, como tantos casos comprovam.

Estdo hoje disponiveis variados tipos de materiais comerciais para a
construcio de poliedros, ¢ de padrdes ou pavimentagdes com poligonos,
por exemplo. O ensino da Matemdtica deve recorrer sempre que possivel
a esses materiais. Além disso, materiais baratos, como por exemplo papel,
permitem — no caso do papel por simples dobragens — tratar diversos
temas da matematica.

A histéria mostra como a construcio ¢ estudo de mecanismos de
cardcter matemdtico interessou ¢ ocupou tantos matematicos. Os exem-
plos sao muito conhecidos e de todas as épocas — o instrumento de bron-
ze para resolver a duplicacido do cubo que Eratéstenes de Cirene dedi-
cou ao Rei Ptolomeu, os teoremas de Arquimedes descobertos por meios
mecanicos, as réguas de Descartes, as hastes de Napier, as maquinas de
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Sobre o ensino da Matematica

calcular de Pascal e de Leibnitz, o trisector de Mac Laurin e as dezenas
de mecanismos matematicos do séc. XIX, como o inversor de Peaucellier.
"Trata-se de um campo ilimitado de projectos possiveis, onde a associacio
da matemadtica com a educagio tecnolégica, a educagio visual e a fisica sdo
muito prometedoras. A construgio e o estudo de maquinas ou mecanis-
mos matemadticos, como parte importante do ensino da Matemadtica, tem
sido desenvolvida e experimentada com éxito em Itélia, por exemplo.

Nestas recomendagdes é pressuposto que as calculadoras e com-
putadores sio ferramentas essenciais no ensino ¢ aprendizagem da
Matematica. Supde-se assim que todos os alunos tém acesso a estas tec-
nologias, as quais permitem e facilitam a visualiza¢gdo de conceitos ¢
ideias matemadticas, a organizagdo ¢ andlise de dados em grande nime-
ro ¢ podem ser utilizadas, sob a orientac¢do de professores com formagio
adequada, como instrumentos eficientes de cdlculo numérico ¢ mesmo
simbdlico.

A utilizacdo de calculadoras e computadores pode ajudar os alunos
a aprender Matematica, ao enriquecer a quantidade e qualidade das suas
explorag¢des nos mais diversos dominios, desde a geometria, com 0s pro-
gramas de geometria dinimica, até a teoria dos ndmeros, com uma sim-
ples folha de célculo. Com o auxilio da tecnologia, um professor conhe-
cedor pode propor aos seus alunos tarefas que exemplificam processos
matematicos importantes, como por exemplo a modelac¢do de fenémenos
fisicos que, de outro modo, seriam impossiveis ou muito limitadas.

A tecnologia tem deste modo influéncia na construgio do proprio
curriculo, podendo influir de modo positivo no s6 na forma como se ensi-
na mas também nos contetidos e no nivel em que podem ser ensinados
— com o seu poder de analisar e experimentar multiplas hipdteses e de
trabalhar com grandes ntimeros ou grandes quantidades de dados, podem
facilitar que a aprendizagem se prolongue das rotinas para a conceptua-
lizacdo, dos casos isolados para a generalizagdo ¢ a abstrac¢do, portanto
numa direcc¢do propria do pensamento matematico.

A tecnologia ndo substitui a compreensio de factos bdsicos, nem o
esforco mental dos alunos, nem o professor. Mas na presenga deste tipo
de ferramentas os alunos podem prosseguir mais facilmente até certas
tarefas cognitivas de ordem superior — resolugio de problemas, reflexdo,
raciocinio, e tomadas de decisdo sobre estratégias a seguir numa explora-
¢do matematica.
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1. Pressupostos

Sobre o conhecimento profissional do professor

Um professor de Matematica na sua pratica lectiva necessita de diferen-
tes tipos de conhecimento:
e conhecimento relativo a natureza da matemitica;
e conhecimento relativo aos contetidos matematicos;
e conhecimento relativo aos objectivos curriculares;
¢ conhecimento relativo a forma de apresentar as ideias de modo a que
sejam aprendidas pelos alunos;
¢ conhecimento relativo a forma como os alunos compreendem e apren-
dem os contetidos matematicos;
e conhecimento relativo a gestdo da sala de aula.

O professor tem que ter conhecimentos relativos a natureza da matemaé-
tica e aos conteddos matemadticos, de modo a sentir-se a vontade quan-
do a ensina, ser capaz de relacionar ideias particulares ou procedimentos
dentro da matematica, de conversar sobre a matematica e de explicitar os
juizos feitos e os significados e razdes para certas relagdes e procedimen-
tos. Para isso, o professor tem de ter uma compreensdo aprofundada da
matematica, da sua natureza e da sua histéria, do papel da matematica na
sociedade e na formagio do individuo. Para além disso, o professor deve
ainda estar aberto a conhecimentos que lhe permitam levar a pratica as
relagdes da matematica com outras ciéncias.

Mas a matematica estd inserida num curriculo e ela prépria tem
um curriculo. O professor tem de ter conhecimento do curriculo, que
inclui o conhecimento relativo aos objectivos curriculares € o conheci-
mento relativo a forma de apresentar as ideias para poderem ser ensi-
nadas. Deve ainda ter um conhecimento profundo de todo o curriculo
matematico elementar para que possa decidir o que trabalhar e estar pre-
parado para aproveitar sempre uma oportunidade para rever e relacionar
conceitos cruciais que os alunos estudaram anteriormente, saber o que os
alunos vio aprender a seguir, e aproveitar as oportunidades para estabele-
cer as bases para essa aprendizagem.

Ao professor cabe organizar as tarefas a realizar e coordenar o
desenvolvimento das actividades dos alunos tendo em conta que apren-
der Matematica é um processo de construgdo activo por parte dos alunos,
e que as criangas ao entrar na escola tém jd conhecimentos informais de
matematica que nio podem ser ignorados e que o aluno atribui significa-
do as coisas a partir daquilo que ja sabe, de toda a sua experiéncia ante-
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Sobre o conhecimento profissional do professor

rior, € ndo necessariamente a partir da légica interna dos contetidos ou do
sentido que o professor lhes atribui.

O professor tem de ter conhecimento relativo a forma como os alu-
nos compreendem e aprendem os contetidos matemdticos, que passa
por perceber que os alunos podem aprender Matematica com compre-
ensdo, desde que envolvidos em tarefas adequadas e num contexto de
sala de aula em que as interacgdes professor/aluno e aluno/aluno sejam
valorizadas.

A forma como o professor gere a sua sala de aula estd intimamente
ligada a forma como encara a aprendizagem, onde a natureza das tarefas
tem um papel importante, mas nao menos importante é a forma como ele
organiza a aprendizagem e os papéis que reserva a si proprio e aos alunos.
Um ambiente de aprendizagem estimulante passa por conseguir o envol-
vimento dos alunos nas tarefas propostas. Este estd relacionado com a
organizagdo do trabalho e as interac¢des que se promovem nomeadamen-
te entre os alunos, que devem sentir que o professor considera a sua par-
ticipag¢@o importante ndo lhes dando apenas breves segundos para darem
uma resposta fechada que € catalogada de certa ou de errada.

O professor € responsivel pela organizacio do trabalho na sala de
aula. Na formac@o inicial o futuro professor deve consciencializar que
diferentes alternativas conduzem a situacdes de aprendizagem distintas,
sendo esta variedade essencial para a aprendizagem. Por exemplo, o tra-
balho pode comecar por ser individual ou a pares, alternando com dis-
cussoes envolvendo toda a turma ou pode comegar por ser um trabalho
desenvolvido em pequenos grupos alargando depois a uma discussdo com
toda a turma, ou ainda por ser o professor a fazer uma exposi¢io para toda
a turma.

Assim, o professor deve ter conhecimentos de matematica, de his-
téria da matematica, de didactica da matemadtica, de pedagogia (nomea-
damente ao nivel da gestdo curricular), de psicologia da aprendizagem,
de sociologia da educacio, de histéria e filosofia de educagio, e saber
integra-los. O professor deve ainda possuir instrumentos de andlise ¢ de
reflexdo sobre a sua prética, sobre o seu significado, sobre o tipo de con-
tetidos a trabalhar, sobre como ensini-los € sobre como os seus alunos os
aprendem.

Quando nos referimos a formacdo inicial de professores de
Matematica € preciso ter em conta que os futuros professores quando
chegam a sua formagdo inicial possuem um modelo implicito do que é
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1. Pressupostos

ensinar Matematica, adquirido durante a sua escolarizagio, assim como
um conhecimento didactico vivido durante a sua experiéncia como alu-
nos. E sabido que a concep¢iio que o professor tem sobre a matemética e
o seu ensino constitui um forte condicionador da forma como ele vai ser
capaz de organizar ¢ conduzir a actividade matematica dos seus alunos.

A formagio em matemdtica ¢ em educagio matemadtica deve fazer
com que todos 0s que estio a aprender experimentem a matematica como
uma ciéncia em evolugdo através do envolvimento em resolu¢do de pro-
blemas ¢ em actividades de natureza investigativa. Deste modo poderdo
experimentar uma forma de fazer matematica que questione as suas con-
cepedes sobre a disciplina e o seu ensino, que foram desenvolvendo ao
longo da sua prépria escolaridade. Dado que estas concepgdes sdo funda-
mentalmente de cardcter tacito, um passo imprescindivel para provocar a
sua alteracdo é promover a sua explicitagio. Por outro lado, o facto de ser
um conhecimento implicito, muito ligado a vivéncias pessoais dos sujei-
tos, determina que seja um conhecimento muito persistente, dificilmente
modificdvel. A considerag¢do das concepgdes dos professores ao longo do
processo constitui portanto um principio formativo iniludivel. A formag@o
tem nio s6 de procurar explicitar o conhecimento tacito dos futuros pro-
fessores mas tentar que esse conhecimento evolua mediante processos
reflexivos que se apoiam na resolucio de problemas.

Tendo em atengdo os diferentes tipos de conhecimento mencio-
nados, a formagio inicial do professor de Matematica deve contemplar,
para além da formacido especifica em matematica, as outras dreas acima
mencionadas. No entanto, as recomendagoes deste documento referem-
se apenas ao conhecimento relativo a natureza da matematica ¢ aos con-
tetidos matematicos.
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2. Recomendacdes gerais para a formacao
matematica dos futuros professores

Apresentam-se de seguida um conjunto de recomendagdes gerais que
procuram nortear a formacgdo matemadtica dos futuros professores e edu-
cadores, qualquer que seja o seu nivel de ensino.

Recomendacao 1. A formacao matematica devera providenciar uma
compreensao aprofundada da matematica que se vai ensinar.

E certamente consensual a ideia de que qualquer professor de Matematica
deve saber mais matematica do que aquela que vai ensinar. Mas serd que
melhorar a formag¢do matematica dos futuros professores é equivalente
a aumentar o nimero de disciplinas de Matematica e o tempo dedicado
a esta componente de formagdo? Ou, por outras palavras, uma légica de
quantidade € por si s6 garante de um ensino de qualidade? A questio é
bem mais complexa. Passa por conjugar quantidade e qualidade, isto é, ha
que atender ao que se entende por uma boa formagdo matemadtica, uma
formagdo que favoreca o desenvolvimento de um conhecimento matema-
tico para o ensino.

O conhecimento matematico necessario a um professor de
Matematica carece de particularidades especificas. Enquanto um conhe-
cimento matemadtico implicito pode ser suficiente para cada pessoa, ndo
o ¢ para quem tem de ensind-la aos outros. Enquanto um utilizador da
matematica para consumo préprio pode fazer recurso ao saber matema-
tico, sem em cada momento se questionar porque o faz deste ou daque-
le modo, quando se ensina Matematica hd que ndo s6 saber usar a mate-
madtica, como igualmente ter presente em cada momento os significados
e fundamentos dos conhecimentos em presenca. Um nivel adequado de
conhecimento para o ensino envolve sermos capazes de falar sobre mate-
mdtica, ndo apenas descrevendo os passos/etapas de um dado procedi-
mento, por exemplo, um algoritmo, mas também explicando o significa-
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2. Recomendacoes gerais

do e as razdes para esse mesmo procedimento. Conhecimento explicito
matematico é mais do que enunciar uma dada proposi¢io ou procedimen-
to, envolve saber as razdes e as relagdes, ser capaz de explicar a outros por
que ¢ assim, bem como relacionar ideias particulares ou processos.

Assim, saber matemadtica para ensind-la passa por compreender
matemidtica. Compreender matemdtica no sentido a que aqui nos referi-
mos envolve um conhecimento aprofundado: (i) dos conceitos, dos proce-
dimentos e das estruturas matemadticas; (i1) da unidade da matematica; e
(ii1) dos tépicos da matematica elementar.

Relativamente aos conceitos fundamentais da matemdtica que
sdo tratados no ensino bdsico ¢ secunddrio, é necessario que na forma-
¢do inicial o futuro professor fique a conhecer, na medida em que tal
for significativo, as diferentes perspectivas e defini¢des que lhe podem
estar associadas, as suas conexdes e a sua evolucgdo histérica. Este tipo
de conhecimento matemadtico aprofundado informara as escolhas didac-
ticas que terd de fazer na sua vida profissional. Andlogo aprofundamento
¢é necessdrio em relag@o aos procedimentos matematicos que vai ensinar,
cujo conhecimento deve incluir naturalmente a respectiva justificagio, ¢
ndo apenas os passos a dar em cada um.

Assumindo que o conhecimento matemadtico nio ¢é constituido por
uma listagem sequencial de tépicos separados entre si, nem uma lista-
gem de regras e defini¢cdes, ter uma compreensdo aprofundada da uni-
dade matemdtica, isto €, das conexdes entre conceitos pertencentes aos
diferentes temas, passa por se ter uma visdo integrada dos contetidos
matemdticos, recorrendo a um mesmo conceito em diversos contextos
matematicos e fazer recurso a diversas perspectivas ou abordagens. S6
esta compreensio poderd permitir, no futuro, ao professor adaptar o ensi-
no aos seus alunos, torni-lo flexivel e adequado.

O professor ndo poderd ajudar os outros a aprender Matemadtica
quando ele préprio ndo possui a compreensio aprofundada que acabamos
de explicar. Cabe a formagdo matematica dos futuros professores garantir
o desenvolvimento de tal compreensio.

Recomendacao 2. A formacao matematica devera providenciar uma
compreensao aprofundada da natureza da propria matematica.

As decisdes que os professores tomam na sua prética lectiva estdo inter-
relacionadas com diversos aspectos do seu conhecimento matematico. Ja
anteriormente foi referida a importdncia da componente compreensiva
desse mesmo conhecimento. Mas outros aspectos sdo igualmente deter-
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minantes. Em particular, as concepg¢des que os professores tém sobre a
matemadtica ¢ um aspecto evidenciado largamente na investiga¢gio como
um factor que marca e informa o ensino da Matematica. Assim, contribuir
para um conhecimento das caracteristicas da matematica como ciéncia é
outro aspecto a ter em conta nestas recomendagoes.

A matematica é uma actividade humana que se desenvolve em
diversas etapas. E, simultanecamente, um corpo de saber ¢ um conjun-
to de actividades que tomam expressio ao nivel da sua cria¢do, organiza-
¢do, comunicagio e aplicacdo. Em particular, é de salientar que na criagio
matematica, quer o raciocinio l6gico, quer o intuitivo, sio ambos igual-
mente importantes ¢ centrais. A criatividade e a liberdade de pensamen-
to deverdo ser encorajados ¢ nio condicionados com o medo de errar. Na
actividade matemadtica, os problemas precedem a abstracgio, as experi-
éncias, as tentativas e erros, o chegar-se a um resultado nio relevante e
ter de se recomegar, sdo processos que antecedem um sistema axiomatico
da matematica. Sensibilizar os futuros professores para aspectos como o
cardcter relativo da validade das proposi¢des em matemadtica, na medida
em que depende de um conjunto de premissas, o papel das defini¢des em
matemadtica, o seu cardcter de convengio, e 0 modo como sdo construidas
no decorrer da investiga¢do em matematica so aspectos que devem tam-
bém ser tidos em conta.

Enquanto actividade humana a matemdtica tem uma cultura mar-
cada pela sua prépria histdria. "[rabalhar a matematica passa por dar sen-
tido e compreender a sua evolugio ao longo do tempo, estabelecer rela-
¢oes com a realidade social, com os significados e valores de cada época.
Deste modo, a histéria da matematica nio pode ser apenas tratada numa
ou mais disciplinas especificas, mas deve estar presente ¢ ser considerada
de forma integrada no estudo dos diferentes temas matematicos.

A natureza da matemadtica como ciéncia aplicada deve igualmente
fazer parte do conhecimento que os futuros professores adquirem na sua
formac@o. A aplica¢do da matematica a outras ciéncias ou contextos ¢ lar-
gamente documentada ao longo dos séculos. O proprio desenvolvimento
da matemadtica tem por vezes sido impulsionado por problemas coloca-
dos fora dela. A natureza da matemadtica como ciéncia aplicada acarreta
a necessidade de uma formacgio especifica em modelagio e em trabalho
experimental. Compreender a relagio da matemdtica com outros domi-
nios ¢ o papel que neles determina é uma outra forma de procurar fazer
uma formag¢io matemadtica coerente com a natureza desta ciéncia.
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2. Recomendacoes gerais

Recomendacao 3. A formacdo matematica devera contemplar o estudo da
matematica de um ponto de vista superior e o estabelecimento claro das
suas relacoes com a Matematica que se vai ensinar.

Existem no momento, em Portugal, diferentes modelos para a forma-
¢do inicial de professores e a possibilidade de serem introduzidas altera-
¢des, que se antevé vir a acontecer em breve, ndo nos garante que pas-
se a haver um modelo tnico. Assim, esta recomendacio procura propor
algumas medidas que independentemente do modelo a seguir devem ser
tidas em conta.

A formagdo matemadtica dos futuros professores deve explicitar as
relacdes existentes entre a matemadtica estudada e aquela que o futu-
ro professor ird ensinar. O estabelecimento de relagdes é uma forma de
conhecimento mais elaborada e exigente do que aquela que passa pelo
enunciado ou aplicagio de certos saberes. Ndo pode portanto ser deixada
ao futuro professor a responsabilidade de desenvolver por si s6 aquilo que
¢ mais exigente.

Devem ser previstos diversos niveis de aprofundamento da mate-
matica de acordo com o grau de ensino dos professores em formacgio. As
opg¢oes a seguir devem entrar em linha de conta com a evolugido da pro-
pria matematica e dos curriculos escolares. No primeiro caso, destacamos
areas geralmente pouco valorizadas na formacdo de professores, como
seja a Matematica Discreta, que deverdo ser objecto de tratamento mais
cuidado. No segundo caso, os temas considerados nos curriculos escolares
deverdo servir de base a selec¢do e desenvolvimento de um ensino que
contribua para uma compreensao aprofundada desses mesmos contetidos
programaticos.

De forma a permitir desenvolver no futuro professor um entendi-
mento integrado da matemdtica recomenda-se ainda que a matemdtica
seja trabalhada a partir de grandes temas, de grandes ideias matematicas
que se vio trabalhando ao invés de se comegar pelas partes para se chegar
ao todo.

Recomendacao 4. A formacdao matematica devera desenvolver nos futuros
professores a capacidade de trabalhar em matematica.

Como em qualquer outro ramo do saber, também em matematica a expe-
riéncia ¢ a base da aprendizagem. Tal pressuposto aplica-se a qualquer
nivel etdrio, isto €, é vdlido tanto no primeiro contacto das criangas com
a Matematica como no ensino superior. Deste modo, é primordial que a
formagdo matematica dos futuros professores proporcione oportunidades
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ricas para experimentar ¢ desenvolver actividades préprias da matemati-
ca, definidas em particular pela actividade desenvolvida pelos préprios
matematicos. Assim, é indispensavel que o futuro professor desenvolva
um espirito de divida metddica, explicite os seus raciocinios ¢ hibitos de
pensamento e seja critico face a sua adequacio a uma dada situagio, pro-
cure justificagbes ou refutagdes matematicas. A formulagdo e resolugio
de problemas devem igualmente estar presentes, bem como o desenvol-
vimento de capacidades elevadas de raciocinio que passam pela experi-
mentacdo, formulacio de conjecturas, testagem e valida¢do das mesmas,
argumentacdo, prova e refuta¢do. Fazer matemadtica passa por saber colo-
car boas perguntas, encontrar solugdes ¢ olhar o mesmo problema de
multiplas perspectivas. Acresce-se ainda a necessidade de uma manipu-
lacdo adequada das técnicas e instrumentos matematicos que permitem
o desenvolvimento da actividade matematica.

"Irabalhar em matematica exige competéncia, mas nio se reduz a
ela. As experiéncias matemadticas a proporcionar durante a formagao ini-
cial ao futuro professor deverdo contribuir para o desenvolvimento do
gosto pela matemadtica. Poder-se-a dizer que o gosto por aquilo que se faz
é um elemento forte para o sucesso. Contudo, a importincia desta atitu-
de face a matemadtica é acrescida pelo facto de sem gosto dificilmente se
podera transmiti-lo aos futuros alunos. Dificilmente se consegue conven-
cer outros daquilo que nés préprios nio sentimos.

Outros aspectos relativos a predisposi¢do face a matemadtica sio
igualmente de ter em conta. Falamos, por exemplo, da autoconfianga em
fazer matematica e na motivacdo essenciais para desenvolver a persistén-
cia indispensdvel para prosseguir, ultrapassar dificuldades e obstdculos
numa tarefa matematica.

Matematica nio é s6 o produto final, mas também o processo de
chegar a esse produto. Mais do que apenas aprender uma matematica aca-
bada, os futuros professores deverio ser desafiados a desenvolver projec-
tos matemadticos que os fagam viver a propria actividade matemdtica no
seu todo. Em suma, os futuros professores precisam de aprender como se
faz matematica.

Recomendaciao 5. A formacdao matematica devera propiciar experiéncias
matematicas que correspondam a boas praticas de ensino.

Fazer matemdtica hoje ndo é o mesmo que no passado. Se é certo que
a actividade matemdtica se mantém ao longo do tempo coerente com a
propria natureza da matemadtica, os contextos de trabalho foram evoluin-
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do. Mas para que tal faga parte de uma formagdo que permanega com o
tempo ¢é essencial que o ensino da Matematica ao longo de toda a forma-
¢do inicial seja consistente. Por outras palavras, as boas praticas de didac-
tica da matemadtica ndo podem confinar-se a uma ou outra disciplina da
formag@o inicial, mas tém de ter uma expressio real na pratica lectiva ao
longo de todo o ensino superior. Ndo pode ser algo que se sugere para o
futuro, para outros fazerem, mas sim que é concretizada por todos os pro-
fessores responsdveis pela formag@o inicial.

Em particular, os futuros professores deverdo viver experiéncias
matemadticas de diversos tipos, consoante os objectivos de ensino que
com elas se pretende atingir. Se tivermos presente o conhecimento mate-
matico que a formag¢io matemadtica deverd propiciar, desenvolvido em
recomendagdes anteriores, ndo basta propor tarefas que contribuam para
a aquisicdo de conceitos ou manipulacio de processos. E, igualmente,
necessario que os futuros professores se familiarizem com experiéncias
matemidticas que lhes permitam ter uma vivéncia alargada das diferentes
caracteristicas da matemadtica enquanto ciéncia (por exemplo, actividades
matematicas como a experimentagio, a intui¢io, a dedugio, ...).

Um dos desenvolvimentos mais marcantes da nossa época € o tec-
nolégico. Ora tal realidade veio abrir novas dimensdes ¢ potencialidades
na experiéncia matemadtica. Deste modo, o uso das calculadoras e dos
computadores deverdo fazer parte da experiéncia vivida pelos futuros
professores. Nido por ser uma questdo de moda ou de actualidade, mas
porque a sua presenga vai marcar necessariamente a matematica que se
vai aprender e 0 modo como essa aprendizagem ird acontecer. Em parti-
cular, o seu recurso permite enriquecer as experiéncias de aprendizagem
a proporcionar aos alunos em diversas areas, permitindo a abordagem de
problemas e exploracdes que nfo seriam possiveis sem eles.

A exploragdo de materiais manipuldveis é outro exemplo a ter em
conta. Qualquer que seja o nivel de maturidade cientifica do aluno, a
intui¢do e a percepg¢do, ainda que pouco rigorosas ou formais, sdo mui-
tas vezes passos iniciais incontorndveis para o bom sucesso de uma tarefa
matematica.

Na sociedade actual, nd3o hd prética profissional que possa permi-
tir manter-se num contexto individualizado de trabalho. O trabalho de
equipa é uma exigéncia, ndo uma opg¢do. Assim, o futuro professor de
Matematica devera igualmente desenvolver a capacidade de trabalhar em
matemdtica com outros.
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Em sintese, recomenda-se um ensino da Matemdtica que atenda
a um conjunto de orientagdes didacticas. Por um lado, poder-se-4, deste
modo, desenvolver uma aprendizagem da matemadtica mais rica ¢ pode-
rosa e, por outro, permitird que os futuros professores experimentem ¢
vivam de forma continuada aquilo que se pretende que depois venham a
utilizar enquanto professores.
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3. Recomendacdes especificas para a formacao
matematica dos futuros educadores de infancia
e professores dos 1° e 2° ciclos do ensino basico

Ponto da situacao

Os alunos candidatos a professores dos primeiros anos (faixa etdria dos 3
aos 12 anos), relativamente aos candidatos a professores dos outros niveis
de ensino, trazem diferencgas significativas no que se refere a sua relagido
com a matemadtica. S6 um nimero muito reduzido estudou Matemdtica
até ao 12.° ano, pelo que a grande maioria nido esteve envolvida, pelo
menos de uma forma formal e escolarizada em qualquer tipo de activi-
dade matematica nos tr€s anos anteriores a sua entrada no ensino supe-
rior. Além disso e na generalidade, estes alunos acarretam, consigo, um
passado escolar de insucesso em Matematica, pelo que nio s6 ndo sabem
matematica suficiente mas também desenvolveram atitudes muito nega-
tivas em relagdo a matematica. Por isso, na formacdo destes professores, ¢
essencial que eles desenvolvam um gosto pela matematica e pela prépria
actividade matemdtica, ¢ construam um conhecimento matemadtico que
os prepare para ensinar Matemadtica de acordo com as recomendagdes e
os principios ja enunciados.

Embora reconhecendo a necessidade de um conhecimento mate-
matico mais substancial para ensinar no ensino secundério e 3.° ciclo do
ensino basico do que nos outros niveis de ensino, é ainda frequentemente
assumido que a Matemdtica aprendida nos 9 ou 12 anos de escolaridade
¢é suficiente para ensinar nos primeiros anos de escolaridade. No entanto,
verifica-se a necessidade, por parte dos professores do ensino elementar,
de um conhecimento e compreensio aprofundadas da matemadtica que
vao ensinar, pois nestes primeiros anos ndo se trabalha com os conceitos
numa forma ja “acabada”. Pelo contririo, ¢ quando os conceitos sdo cons-
truidos, que se desenvolvem e se estabelecem certos hédbitos de racioci-
nio e pensamento matemdtico. E desta construcio (de conceitos) e destes
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3. Recomendacdes para os primeiros anos

habitos (de raciocinio) adquiridos que posteriores compreensodes € racio-
cinios de ordem superior se vdo desenvolver.

No curriculo de formagido de professores para os primeiros anos
de escolaridade, tendo em conta que estamos a formar professores gene-
ralistas ou por dreas disciplinares, hi sempre um problema de gestdo
de tempo e os curriculos actuais das Escolas Superiores de Educagio e
Universidades, de acordo com os dispositivos legais, contemplam trés
areas de formacdo:

1. a componente de formagido pessoal, social, cultural, cientifica e
tecnologica;
2. a componente de ciéncias da educacdo (Psicologia, Sociologia,

Desenvolvimento curricular);

3. a componente de préitica pedagbgica.

Por forca da legislagio vigente, a 1." componente ndo pode ultrapas-
sar 0os 60% do total de carga horaria prevista para o curso, estando nela
incluidas todas as 4reas disciplinares que compdem o curriculo do actual
pré-escolar e 1.° ciclo. Verifica-se que para a Matematica ¢ Didactica da
Matematica, os valores da carga hordria total se situam entre 5,6% e 9.5%,
nas Escolas Superiores de Educagdo publicas, ¢ entre 5,6% ¢ 13,1% se
incluirmos as Universidades (ptblicas) com cursos de formagdo inicial de
professores do 1.° ciclo. Se considerarmos todas as institui¢ées, publicas e
privadas, com cursos de formacdo inicial de professores para este nivel de
ensino, a carga hordria referida situa-se entre 2,5% e 14,2%. Na formagio
inicial de professores para o 2.° ciclo (alunos dos 10 aos 12 anos), variante
Matematica e Ciéncias da Natureza, estas percentagens elevam-se e situ-
am-se entre 20 ¢ 30% (Escolas Superiores de Educagio publicas).

Para concretizar as recomendagbes enunciadas neste documen-
to, é absolutamente necessdria uma revisio destes dispositivos legais,
no sentido de refor¢ar a componente de Matemadtica ¢ de Didéctica da
Matematica.

Temas matematicos a incluir num programa de formacao inicial

Em cada tema desenvolvem-se algumas consideragbes sobre o conheci-
mento matemadtico bdsico que os futuros professores devem adquirir e
sua pertinéncia na formagdo de um professor dos primeiros anos.

26



Temas matematicos

Nimeros e operacdes

E reconhecido que o processo de ensino e de aprendizagem dos nimeros
e das operagdes, nos primeiros anos, tem colocado a énfase na aquisi¢do
de um conjunto de técnicas rotineiras, assente nos algoritmos formais das
operacoes.

Nos dias de hoje, o conhecimento dos niimeros e das operagoes é
um saber indispensavel na formagio do cidadao matematicamente letra-
do, mas esse conhecimento deve incluir uma compreensio global dos
nimeros e operagoes, que se desenvolve com a sua utilizagio em con-
textos especificos significativos, e a capacidade de usar esta compreensio
para fazer julgamentos matematicos e para desenvolver estratégias flexi-
veis de cédlculo. Em suma, a prioridade deve ser colocada no desenvolvi-
mento do sentido do nimero.

Para isso, os professores dos primeiros anos precisam de desenvol-
ver um conhecimento e uma compreensio acerca de:

o Conceito de niimero natural, inteiro, racional e real, sua evolugdo, con-
textualizacdo historica, o que significam e como se representam.

® Sistemas de numeragio e valor de posicio. K necessdrio que os futu-
ros professores compreendam como o valor de posi¢do no sistema deci-
mal permite uma representagio eficaz dos nidmeros inteiros e racionais €
verifiquem as implicag¢des deste conhecimento para o reconhecimento da
ordem de grandeza dos ndmeros e sua ordenaco, para estimar, para fazer
aproximagoes e para desenvolver procedimentos de cilculo (informais e
formais).

® Operagoes e suas propriedades. A Enfase deve ser colocada no desen-
volvimento do sentido da operagdo que se adquire na resolugio de situa-
¢oes diversas, modeladas pela mesma operacgio e no desenvolvimento de
procedimentos informais de cdlculo, de estratégias flexiveis e diversifica-
das de cdlculo mental e raciocinios que os justificam, porque requerem
um bom conhecimento e compreensdo dos niimeros e relagdes entre eles
(sentido do niimero). E importante que os futuros professores compre-
endam como estas estratégias sdo facilitadoras na transi¢do de niveis de
calculo com raciocinios cada vez mais elevados (da contagem ao célculo
por estruturagdo e deste para o cilculo formal), permitindo tornar mais
significativa, para os alunos, a aprendizagem posterior dos algoritmos das
operagdes. A compreensio acerca dos algoritmos (os tradicionais € outros)
deve envolver o conhecimento dos fundamentos matemadticos subjacente
a sua construgio e utiliza¢do. Os futuros professores devem reconhecer
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as propriedades das operagdes e as relagdes entre as operagdes como uma
ferramenta ttil na prética de procedimentos de cilculo.

E importante o enquadramento histérico de alguns dos procedi-
mentos de cédlculo, através de uma exploragio dos sistemas de cilculo de
diferentes civilizagdes, nomeadamente o método da gelosia e o sistema
egipcio para a multiplica¢@o, baseado na duplicacio.

A compreensdo da extensdo das operagdes com nimeros naturais
aos inteiros € aos numeros racionais e das questdes que se colocam nessa
extensdo ¢ também imprescindivel na formagio do futuro professor.

® Topicos de Matemdtica Discreta (como a andlise combinatoria). Os
modelos de contagem devem ser explorados na abordagem as operagdoes,
especificamente na multiplicagio, no desenvolvimento de estratégias
de cilculo e na resolu¢do de problemas, nomeadamente, os relativos a
percursos.

® A axiomdtica dos niimeros naturais. Qs futuros professores devem
compreender e apreciar como um pequeno conjunto de regras (axiomas)
estrutura toda a aritmética e encarar os algoritmos ¢ as propriedades das
operagdes como uma aplicagdo de certos axiomas.

® Relagoes entre niimeros e exploracdo de padroes e regularidades no con-
texto da teoria dos niimeros. O estudo destas regularidades (em familias de
nimeros, na adi¢do, subtrac¢io, multiplicac¢do, divisdo ...) permitird esta-
belecer uma ponte para a algebra.

Algebra e Funcdes
Embora o estudo mais formal da dlgebra e das fun¢des comece no 3.°
ciclo, os alunos comegam muito mais cedo a contactar de forma intuitiva
com ideias algébricas. Estas comegam a ser desenvolvidas no jardim de
infincia quando as criangas fazem classificagdes, ordenacdes, descobrem
padrdes e continuam a desenvolver-se no 1.° ciclo quando, por exemplo,
procuram o nimero que falta numa expressio do tipo 6 + ? = 9 (estdo a
resolver uma equacio); e quando decompdem os nimeros para facilitar os
calculos (aplicam propriedades), por exemplo, 8 + 5=8+2 +3 =....

Para que os professores dos primeiros anos estimulem os seus alu-
nos a desenvolver estas ideias tém de ter um conhecimento destes con-
ceitos e relagdes para que os possam identificar e explorar quando os alu-
nos exprimem o seu pensamento.

No estudo da dlgebra e fungdes é importante desenvolver um
conhecimento e compreensio sobre:
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® Tipos de representacdo. O estudo da dlgebra e das fungdes deve
proporcionar situagdes para o uso de formas simbdlicas para represen-
tar situagdes matematicas ¢ modelar fenomenos diversos ¢ desenvolver a
compreensio das relagdes entre os varios tipos de representacao, tabelas,
graficos e expressoes algébricas.

® Argumentagido. A compreensdo relativa a diferentes tipos de
argumentacdo ¢ ao modo como se estrutura uma cadeia de argumen-
tos dedutivos é outro aspecto a merecer ateng¢do na formagio inicial de
professores.

® Poder da simbologia e da manipulacio algébrica. O reconhecimento
da importancia da simbologia ¢ da manipulacio algébrica pode desenvol-
ver-se através de diversas situagdes, como seja na formulagio e justifica-
c¢lo de generalizacgdes, na descri¢do de cilculos, na utilizacio de equagdes
que constituem uma representacio simbdlica de situagdes matemadticas
ou de problemas dos mais diversos dominios.

® Conceito de fungdo. No contexto do estudo de fungdes deve ser dada
oportunidade para a familiarizagdo com a nocao de fungio e a capacida-
de de interpretar e construir graficos de fungdes, tabelas e as expressoes
analiticas que as representam. Neste estudo dever@o ser consideradas as
caracteristicas de algumas funcdes (lineares, quadréticas e exponenciais)
e incluidos problemas de modelacio.

O trabalho referido anteriormente, a volta da explorag¢do de regu-
laridades e padrées, integrado no contexto da teoria dos nimeros ¢ uma
boa oportunidade para reconhecer o papel da demonstragido na generali-
zagdo de padrdes e para relacionar regularidades e padroes com o concei-
to de funcio.

A simbologia algébrica aparece como um meio poderoso e eficaz de
representar as propriedades das operagdes e a compreensio dessas pro-
priedades é um factor determinante para o trabalho dos professores com
os alunos na pratica de procedimentos, quer seja na compreensao € explo-
ragdo de estratégias diversificadas de calculo mental, quer na compreen-
sdo dos algoritmos mais formais.

Geometria e Medida

Num passado recente, o curriculo de geometria nos primeiros anos de
escolaridade valorizava a identificacdo e reconhecimento de proprieda-
des de figuras geométricas a duas dimensdes, subvalorizando o trabalho
no espaco tridimensional e valorizava o cilculo de perimetros ¢ dreas de

29



3. Recomendacdes para os primeiros anos

figuras planas, nomeadamente de rectingulos recorrendo a férmulas e
unidades estandardizadas, subvalorizando a compreensio de todo o pro-
cesso de medicio.

Algumas mudangas significativas se verificaram nos dltimos anos
nas orientacdes curriculares para o ensino da geometria, com uma énfase
maior no desenvolvimento de capacidades de visualizagdo espacial, asso-
ciadas ao trabalho no espaco tri e bidimensional, na compreensio do pro-
cesso de medi¢io mais do que na memorizacdo de formulas e na activida-
de experimental dos alunos através da construcio de modelos e utilizagio
de materiais manipuldveis adequados. Assim os futuros professores preci-
sam de desenvolver competéncias nas seguintes areas:

® Perspectiva historica da Geometria. Deverd ser estudada comegando
pelas suas origens ligadas a medic¢do de terrenos, passando por uma abor-
dagem a axiomdtica da geometria euclidiana e contextualizando o surgi-
mento de outras geometrias.

® Visualizacio e representacdo espacial. A identificagdo e compreensido
dos diversos aspectos da capacidade espacial é fundamental na formagio
dos futuros professores, que se devem familiarizar com as representagdes
a duas dimensdes de objectos a trés dimensdes (vistas, planificagoes, ...)
e com a construgido de objectos do espaco tridimensional a partir das suas
planificacdes. 'Também, os aspectos essenciais da teoria de van Hiele
(niveis de aprendizagem da geometria e sequéncia de fases de aprendiza-
gem de conceitos geométricos em cada nivel) devem ser abordados.

® Formas geométricas bdsicas, suas propriedades e relagoes entre elas.

® Transformagoes geométricas, isometrias e semelbangas. As transforma-
¢coes geométricas constituem um tépico central do ensino actual da geo-
metria ¢ o estudo da simetria (frisos, padroes ¢ pavimentacdes) de um
ponto de vista matematico ¢ fundamental ndo sé pela presenca forte des-
te tema nos contetidos curriculares destes niveis de escolaridade mas
também pelo facto da simetria estar muito presente no mundo que nos
rodeia, nomeadamente na arte.

® Comunicagio de ideias geométricas. Esta comunicacdo facilitard o
desenvolvimento dum vocabulirio adequado e a compreensio do papel e
importancia das defini¢des.

A construcio das defini¢bes deve ser progressiva e resultante da experi-
éncia matemadtica dos alunos.

® Nogdo de grandeza e de medida. E fundamental que os futuros pro-
fessores aprofundem o seu conhecimento acerca do processo de medi¢do
que deve incluir a compreensido da ideia de unidade, da necessidade de
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seleccionar unidades adequadas a grandeza a medir, o reconhecimento
de que as medidas que se calculam sdo sempre medidas aproximadas e o
conhecimento dos sistemas de medida das diversas grandezas.

Para as grandezas mais trabalhadas no 1. ciclo, nomeadamen-
te comprimento, drea ¢ volume, ¢ fundamental que os futuros profes-
sores compreendam a necessidade de comecgar por utilizar unidades ndo
estandardizadas e a importincia de proporcionar aos alunos muitas expe-
riéncias de medig¢des com essas unidades antes das unidades formais. Os
futuros professores devem ser familiarizados com os diversos tipos de
materiais disponiveis para ajudar os alunos na construcio destes concei-
tos e na propria descoberta de algumas formulas para o célculo de dreas ¢
perimetros (estruturados ou ndo estruturados como fios; palhinhas; clips;
folhas de papel quadriculado, triangular ou ponteado; geoplanos; tangra-
ms; cubos; ...).

Anilise de Dados, Estatistica e Probabilidades
Esta é a drea de conhecimento mais recente no curriculo do ensino bési-
co. No programa de Matemadtica, em vigor, no 1.° ciclo, esta drea ¢é clara-
mente subvalorizada, nio estando contemplada de uma forma explicita,
sendo apenas proposto no bloco Suportes de Aprendizagem “a utiliza-
¢do de setas, diagramas, tabelas, esquemas e graficos para comunicar ¢
registar ideias, ler e interpretar informagdo”. Sendo indiscutivel a impor-
tdncia da estatistica para a compreensdo de muitos problemas e para a
interpretagdo de informacdo veiculada, nomeadamente, pela comunica-
¢do social, é de prever que mais atengo seja dada aos processos relacio-
nados com a recolha, organizacio, representacio e interpretacio de dados
neste nivel de ensino. As actuais orientag¢des curriculares (pobres) para os
alunos tiveram efeitos idénticos na formac@o inicial dos professores dos
primeiros anos, pelo que os futuros professores precisam de desenvolver
mais conhecimento e adquirir mais experiéncia em:

® Planeamento de um estudo. Este planecamento deve envolver a com-
preensio do tipo de questdo que pode ser colocada (o objecto do estudo)
e que pode ser abordada através dos dados, o saber delinear os procedi-
mentos de recolha de dados, criar e organizar conjuntos de dados e reflec-
tir sobre eles tendo em conta a questdo colocada, o que pode levar a uma
reformulacgio da pergunta ou a recolha de novos dados.

® Descrigdo de dados. Inclui a compreensio da forma como se distri-
buem os dados, através do significado das medidas de localizagido e medi-
das de dispersio, da utilizagio de diferentes formas de representagio e da
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comparacdo de dois conjuntos de dados, procurando correlagdes e com-
preendendo que correlagdo ndo implica causalidade.

® Obtengio de conclusées. Os futuros professores devem ser capazes
de seleccionar as representagoes ¢ medidas mais adequadas para comuni-
car as conclusoes, analisando possiveis causas de variabilidade e compre-
endendo as dificuldades que surgem na escolha da amostra e na inferén-
cia das conclusdes para a populagio.

® Probabilidades. Os futuros professores precisam de se familiarizar
com os fenémenos aleatérios, fazendo juizos em situagdes de incerteza,
e determinando probabilidades de alguns acontecimentos (defini¢io fre-
quencista e axiomatica de probabilidade).
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4. Temas matematicos essenciais e respectivas
abordagens relativos a formacao matematica
dos futuros professores do 3° ciclo do ensino
basico e do ensino secundario

Os contetidos programaticos de Matematica do 3° ciclo do Ensino Basico
e do Ensino Secundirio confrontam os estudantes com a utilizagdo de
conceitos ¢ algoritmos da matemadtica em dreas como a aritmética, a geo-
metria, dlgebra e fungoes, interpretacido de dados e aplica¢do de conceli-
tos bdsicos de probabilidades. O professor deve estar habilitado, ndo s6 a
cimentar nos alunos os conhecimentos ja adquiridos de forma a permitir-
lhes atingir objectivos mais ambiciosos, mas também a ajuda-los a estabe-
lecer as conexdes que existem entre os diferentes assuntos que estudam.
Assim, os cursos de formac@o inicial, além de proporcionarem aos futuros
professores uma compreensio aprofundada da matemadtica que vio ensi-
nar, devem desenvolver um espirito matematico rigoroso e flexivel, capaz
de integrar e relacionar conhecimentos, e experimentado na resolugio de
problemas em dreas variadas.

Apresenta-se em seguida uma listagem comentada de temas
matematicos e respectivas abordagens a serem desenvolvidos na forma-
¢do matemitica dos professores do 3° ciclo do ensino bésico e do ensino
secunddrio, agrupados de acordo com as principais dreas dos curriculos de
Matemitica destes niveis de ensino.

Ndmeros e operacdes

As ideias fundamentais sobre niimeros e operagoes fazem parte dos temas
a leccionar em todos os niveis de ensino, desde o primeiro ciclo ao ensino
secunddrio. Os estudantes vio tendo ao longo da sua formag¢do um con-
tacto informal com os diferentes conjuntos de niimeros ¢ com a forma de
operar entre eles. A forma sincopada como estes temas fazem parte dos
sucessivos curriculos esbate a ligagido entre os diferentes conjuntos numé-
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ricos (naturais, inteiros, racionais, irracionais, complexos) e as operagoes
neles definidas. Por exemplo, ensina-se a somar frac¢des mas frequente-
mente ndo se explica que o processo utilizado, quando aplicado a nime-
ros naturais, coincide com a adi¢do usual.

O conhecimento dos niimeros ¢ da sua génese, a compreensio de
como as operagdes se definem nos varios conjuntos de nimeros devem
constituir um objectivo prioritdrio a atingir na formagao inicial do futu-
ro docente de Matematica. As virias etapas que fol necessario percorrer,
desde os primérdios da civilizagdo humana até a tomada de consciéncia,
nos finais do século XIX, da necessidade de definir rigorosamente o que
¢ um ndmero real, constitui uma excelente ilustra¢do do processo de cria-
¢do em matemdtica, que passa, por vezes, pela utilizagio de conceitos
ainda incompletamente definidos para o desenvolvimento de outros (por
exemplo, os nimeros complexos surgiram em meados do século XVI mas
a defini¢do dos principios bdsicos dos niimeros reais — um seu subcon-
junto — s6 ocorreu trés séculos depois).

Uma boa preparagio para leccionar os temas curriculares envolven-
do niimeros ¢ operacdes deve desenvolver os seguintes aspectos:

* Génese e evolugio do conceito de miimero. E importante que o futu-
ro professor seja confrontado com o processo evolutivo do conceito de
nimero, desde a sua concepgio inicial associada a contagem, até a con-
cepg¢io de niimero como conceito abstracto. A constatagdo de que a hipo-
tenusa de um tridngulo rectdngulo isésceles ¢ incomensuravel com o
cateto constituiu, provavelmente, um dos primeiros exemplos na histéria
da humanidade em que a realidade resiste a teoria construida (até entio
supunha-se que a unidade e as frac¢des da unidade eram suficientes para
efectuar medigoes).

® Nimeros naturais, inteiros, racionais e reais e matemdtica subjacente aos
processos utilizados para operar entre eles. E necessdrio compreender a impor-
tdncia do principio de indu¢do matemadtica como método de demonstra-
¢do, pois ele permite fazer a construgdo rigorosa da aritmética elementar.

No estudo das sucessivas ampliacdes do conjunto dos nimeros
naturais é especialmente importante focar os aspectos relacionados com
as sucessivas extensoes das operagoes.

® Algoritmos operatorios nas diferentes classes de niimeros e suas proprie-
dades. Devem ser compreendidos em particular os algoritmos para a mul-
tiplicag¢do e divisio de niimeros inteiros ¢ racionais para que os futuros
professores tenham capacidade para os transmitir aos seus alunos numa
forma que ndo seja simplesmente mecénica.
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Nimeros e operacdes

Existem aspectos que devem ser especialmente acautelados na
preparagio dos futuros professores no que diz respeito ao estudo dos algo-
ritmos operatérios. Visto ser comum julgar que, nessa drea, basta conhe-
cer um conjunto de técnicas, ¢ muito importante tomar consciéncia de
que existe muito para aprender neste campo. Se para a compreensio dos
algoritmos usuais das operagdes fundamentais com nimeros naturais o
recurso a decomposi¢do decimal constitui uma ferramenta simples, no
que diz respeito, por exemplo, ao algoritmo usual para a divisdo de frac-
¢oes, € necessdria uma compreensio profunda do que sio fracgdes e do
significado de as dividir.

® Manipulacio dos niimeros e os algoritmos operatorios com destaque para
o calculo mental e cilculo aproximado. O desenvolvimento do cdlculo men-
tal pode conduzir a uma melhor compreensdo dos nimeros ¢ das suas
propriedades. Os futuros professores devem ser ensinados a tirar partido
das propriedades dos niimeros para realizar operacdes mentalmente (por
exemplo, 7 x 105 =7 x 100 + 7 x 5 = 700 + 35).

® Fundamentos subjacentes a forma de operar com fraccoes e sua mani-
pulagdo. Os futuros professores devem compreender a decomposi¢do em
factores primos de um nimero ¢ a sua utilizag¢do para a determinacio do
maximo divisor comum e do minimo miltiplo comum.

® Relagoes entre fraccoes e dizimas e trabalho com representacdo decimal
de niimeros e percentagens. A compreensido da relagdo entre as fracgdes € as
dizimas finitas e periédicas passa pela construgio das fracgdes a partir das
dizimas que as representam e reciprocamente.

® Utilizagio da notacio cientifica para exprimir niimeros com diver-
sos graus de magnitude. Deve sensibilizar-se os futuros professores para a
estrutura da notagdo cientifica que permite contornar as dificuldades ine-
rentes a escrita e ao cdlculo com estes nimeros.

e Significado das proporcoes e sua utilizacio em problemas do dia-a-dia.
A utilizac¢do das proporgdes para efeito comparativo pode levar os futuros
professores a pensar em situagdes de proporcionalidade na natureza. Por
exemplo, a comparagio da inclina¢do de rampas leva a compreensio da
no¢do de declive e motiva o calculo do declive de rectas num sistema de
coordenadas. Nio esquecer que as percentagens sio proporgdes ¢ devem
ser apresentadas como tal.

® Definigdo rigorosa dos niimeros reais. Este ponto pode constituir um
remate dos anteriores. E importante conhecer os diferentes estadios por
que passou esta defini¢io, desde a teoria geométrica das proporcdes ela-
borada por Euddxio (408-355 a.C.) que, ao considerar relagdes de com-
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paragdo entre comprimentos cobrindo tanto as grandezas comensuraveis
como as que nio o sdo, terd sido o primeiro a estudar os ndmeros reais, até
a sua axiomatizag¢do por Cantor (1845-1918). A par da construcio direc-
ta, o estudo da axiomatica dos niimeros reais pode proporcionar ao futuro
professor o contacto com uma das ferramentas fundamentais da criagio
em matemadtica — a constru¢io de uma axiomadtica — uma das formas de
organizar uma teoria matematica.

® Niimeros complexos e razdes que levaram a sua concepgdo. E importan-
te compreender que se podem definir as operagdes fundamentais com
nimeros complexos de forma a constituirem uma extensio das operagoes
com numeros reais, mas que ndo ¢ possivel ordenar o conjunto dos nime-
ros complexos de modo a estender a ordenagdo usual do conjunto dos
nimeros reais obedecendo ao principio de conservacgio das propriedades
formais (sendo i # 0, se i > 0 seria 7.i >0, o que ¢é falso uma vez que # = —1;
analogamente, se fosse 7 < 0).

Algebra

A dlgebra dos polinémios, das frac¢des racionais, das equagdes e das ine-
quacgdes tem constituido o nidcleo central da Matematica leccionada no
ensino secunddrio, sendo de salientar que os curriculos em vigor estabe-
lecem conexdes entre a dlgebra e tépicos de anilise, de matematica dis-
creta, de modelag¢do e de geometria. As novas tecnologias encorajam ¢
facilitam essas conexdes e levantam questdes profundas quanto ao papel
que deve ter a manipulagio algébrica.

Uma boa preparagio para leccionar estes curriculos deve desenvol-
ver 0s seguintes aspectos:

® Interaccdo entre a dlgebra e os niimeros. E importante que os futu-
ros professores fiquem cientes de que foi a dlgebra que esteve na ori-
gem da necessidade das sucessivas ampliagcoes do conjunto dos niimeros
naturais e de como as ideias bdsicas da aritmética e das estruturas algé-
bricas estdo subjacentes a forma de operar com expressoes, equagdes €
desigualdades.

e Utilizagio da dlgebra para raciocinar sobre situagoes da vida real. A
resolucdo de problemas da vida real através da sua formalizagao algébri-
ca (isto é, mediante a associa¢do de varidveis as quantidades e o estabe-
lecimento das equagdes que representam as relacdes entre elas) contri-
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bui para consciencializar os futuros professores do papel fundamental da
dlgebra.

® Utilizagio do raciocinio algébrico na resolugio de problemas e nas
demonstracoes no ambito das vdrias dreas curriculares da Matemdtica. O estudo
da 4lgebra e dos niimeros deve proporcionar aos futuros professores uma
visdo de como os temas se vao desenvolvendo 4 medida que se comple-
tam os sucessivos ciclos do ensino. Por exemplo, deverd mostrar-se expli-
citamente como 0s nimeros e as operagoes algébricas estudados no pri-
meiro ¢ segundo ciclo podem ser explicados através de principios mais
gerais.

® Manipulacio algébrica utilizacio das calculadoras e software compu-
tacional. E importante o desenvolvimento de destreza na manipulacdo
algébrica e a compreensio da forma como as calculadoras algébricas e o
software computacional podem ser usados para a exploragio de conceitos
algébricos e resolugdo de problemas. Deve ser realcada a importincia do
papel da dlgebra na utilizacdo de ferramentas computacionais (como as
folhas de calculo) a par com a utilidade dessas ferramentas para a resolu-
¢do de problemas algébricos.

Geometria

Depois de um longo periodo de imobilismo no que diz respeito ao seu
ensino nos niveis bdsico e secunddrio, a geometria foi certamente o tema
do ensino da Matematica mais intensamente discutido nas tltimas déca-
das do século passado em alguns paises, sobretudo francéfonos. Embora
a situagdo resultante do quase desaparecimento do ensino da geometria,
que ocorreu em alguns paises — nomeadamente em Portugal —, esteja
hoje ultrapassada, esse periodo de controvérsia sobre o peso a atribuir a
geometria e sobre a abordagem a adoptar deixou sequelas e graves inde-
fini¢bes que estio longe de estar resolvidas. O caso do ensino da geome-
tria € talvez o exemplo mais flagrante de uma situagdo muito negativa que
apenas pode passar a evoluir favoravelmente alterando de modo signifi-
cativo € com coragem a formacio neste campo dos futuros professores de
Matematica de todos os graus de ensino.

A organizagdo em disciplinas especificas dos contetidos que iremos
referir em seguida pode ser muito diversa, ¢ ndo é disso que nos vamos
aqui ocupar. O que pretendemos é indicar, justificando, os topicos essen-
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ciais do ensino da geometria para futuros professores do terceiro ciclo do
ensino bdsico e do ensino secundario, de modo que possam ser cumpri-
das as recomendagdes gerais enunciadas.

Embora isso ndo vd acontecer imediatamente, dada a situacgio
negativa actual, espera-se que os alunos que estes futuros professores vao
receber no terceiro ciclo tenham ja nos ciclos de ensino anteriores fei-
to miiltiplas e intensas experiéncias no campo da visualizagido espacial a
trés e duas dimensdes, desenvolvido as suas capacidades de percep¢io
visual e de representagdo no plano dos objectos tridimensionais, de cons-
tru¢do de modelos fisicos de objectos geométricos e de andlise das pro-
priedades desses objectos. Esses alunos estardo assim melhor preparados
para aprofundar a sua experiéncia geométrica no caminho da constru¢do
de conceitos, da abstrac¢io e da generalizagio, e da organizacgio dos seus
conhecimentos. Experiéncia que os deverd levar também a apropriar-se
da grande herancga cultural da histéria da geometria e das suas conexdes
com outros dominios da matemadtica, como os niimeros, a dlgebra e a ana-
lise. E neste caminho que devem ser conduzidos e apoiados pelos seus
professores, que devem para tal possuir um conhecimento profundo, de
um ponto de vista superior, da geometria elementar. Isto implica uma
formagdo universitdria abrangente que inclua necessariamente os topicos
que em seguida se apresentam.

Geometria euclidiana no plano e no espaco a partir de miiltiplas
perspectivas

® Meétodos sintéticos e analiticos na resolucdo de problemas e nas exploragées
e investigagoes em geomerria.

® Fundamentos da geometria euclidiana e das vias sintética e métrica.
E imprescindivel que os futuros professores tenham um conhecimento
aprofundado (embora ndo necessariamente exaustivo) dos contextos em
que podem trabalhar geometria com os seus alunos, nomeadamente qual
a construcio formal da geometria que estd subjacente as pequenas orga-
nizagdes locais da geometria em que apresentam ou discutem conceitos,
justificagdes ou demonstragdes. Deve no entanto notar-se que as duas
abordagens (métrica e sintética) nio devem ser introduzidas ao mesmo
tempo.

® Geometria elementar moderna (desenvolvimentos da geometria euclidia-
na posteriores a Euclides). Este estudo inclui grandezas orientadas, introdu-
¢io dos objectos “no infinito”, teoremas de Papo, de Menelau, de Ceva, ¢
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consequéncias, geometria inversiva, sistemas coaxiais de circunferéncias,
teorema de Morley.

A geometria n3o ¢ um ramo morto da matemadtica, ¢ mesmo a geo-
metria euclidiana nio se reduz aos Elementos. Este topico refere-se preci-
samente ao desenvolvimento da geometria para além de Euclides, e cons-
titui uma apresentacio de topicos-fronteira da geometria euclidiana, que
constituem as primeiras conexoes com a geometria projectiva € com as
geometrias nio euclidianas.

Construcdes geométricas e conexdes da geometria, nomeadamente com a
algebra

® Os problemas cldssicos e a sua nio resolubilidade com régua nao graduada
e compasso; outros instrumentos que os resolvem.

® Qutros tipos de construgbes geométricas e sua algebrizagao, incluindo:
apenas com compasso (teorema de Mascheroni-Mobr), com régua graduada (teore-
ma de Poncelet-Steiner), construgées por dobragens. Naturalmente, ndo é pos-
sivel ignorar, depois de Descartes, as conexdes da geometria ¢ da dlgebra.
Uma das melhores formas de apreciar essas conexoes € através da revela-
¢do do poder da dlgebra na demonstragio da impossibilidade dos trés pro-
blemas cldssicos e no estudo de constru¢des geométricas nio euclidianas.
Deveria ser prevista uma articulagio com cadeiras de dlgebra de modo a
desenvolver nessas cadeiras os instrumentos algébricos necessarios neste
ponto.

Geometrias e transformacoes geométricas

® Isometrias, semelhangcas e geometria euclidiana. As transformagdes
geométricas constituem um tépico central do ensino actual da geometria,
e o estudo matematico da simetria um exemplo paradigmatico das rela-
¢oes da matemdtica com o mundo real. A andlise geométrica das diferen-
tes formas de arte decorativa (rosdceas, frisos, padrdes ¢ pavimentagoes)
constitui um meio privilegiado de abordar e aprofundar este topico, ao
longo de toda a escolaridade, desde uma abordagem inicial e intuitiva das
transformagoes geométricas nos primeiros anos até ao estudo dos grupos
de transformagdes no ensino secundario.

® Conexdes da geometria com os nimeros complexos. O estudo destas
conexdes pode constituir um excelente background na preparagdo dos
futuros professores, dando-lhes uma capacidade mais ampla para uma
abordagem mais rica dos niimeros complexos no ensino secundario.
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® O problema da representacdo. Da perspectiva dos pintores a geometria
projectiva (. Desargues, Pascal, Monge, Steiner, Poncelet).

® O programa de Erlangen. Também neste ponto a coordenag¢do com
cadeiras de dlgebra linear ¢ geometria analitica serd necessaria.

Geometrias ndo-euclidianas. Geometria das superficies. Geometria
diferencial. Topologia. Geometria em espacos com dim>3

A formacdo cultural de um professor de Matematica pode ¢ deve ultra-
passar os temas com ligagdes estritas 2 Matematica escolar. Assim, deve
ser oferecida ao futuro professor formagdo em outros temas importantes
do desenvolvimento moderno da geometria como os listados aqui.

Medida das grandezas geométricas (teorias elementares): comprimento,
area e volume. Conexao com os nliimeros reais. Terceiro problema de
Hilbert.

A introducio dos conceitos de medida das grandezas ¢ dos ndmeros
reais sdo dois dos temas mais maltratados ou ignorados nos niveis basi-
co e secunddrio, e reflecte directamente uma ma ou mesmo inexistente
preparagido dos futuros professores na sua formagdo inicial, que deve ser
inteiramente reformulada neste aspecto.

Estudo de categorias de objectos matematicos importantes para o ensino da
geometria elementar.

® Poliedros e construcdo/utilizacio de modelos.

® Curvas especiais e construgdo/utilizacdo de mecanismos. O ensino da
geometria nos niveis bdsico e secunddrio passa necessariamente pela
construcio, exploracgio e estudo de modelos concretos e de objectos geo-
métricos com largas tradi¢des no ensino da geometria (nomeadamente
poliedros, curvas especiais, etc.). A formagdo inicial dos futuros profes-
sores de Matemadtica deve incluir obrigatoriamente uma preparagio ade-
quada na matematica subjacente a esses modelos.

Notas transversais

a) Uma das consequéncias da Matemdtica Moderna foi a tradi¢do de redu-
zir grande parte do estudo da geometria a meros capitulos da dlgebra line-
ar, ¢ essa tendéncia estd ainda presente em muitos cursos UNiversitarios
de formagdo de professores. Este tipo de formag¢iao — independentemen-
te de poder ser estruturalmente o mais econémico na organizagido das
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cadeiras de uma formacio universitdria em matemadtica — & totalmente
inadequado para professores de geometria do terceiro ciclo e do secundé-
rio, cujas cadeiras formativas em geometria devem ter por base os méto-
dos geométricos, nio esquecendo obviamente as conexdes com outros
dominios da matematica.

b) E hoje universalmente reconhecido que deve ser proporcionado
aos futuros professores de geometria o uso intensivo, durante a sua forma-
¢do inicial, de um programa de geometria dinimica. Ndo apenas porque
naturalmente o deverdo utilizar no seu futuro ensino, mas também como
auxiliar imprescindivel da sua prépria formag¢do em geometria.

c¢) Para além da existéncia de uma cadeira especifica de Histéria da
Matematica, a formagio nos topicos listados atrds pressupoe a sua total e
permanente integra¢do num contexto histérico. Na realidade, ndo é pos-
sivel estudar e compreender a origem ¢ desenvolvimento das diversas
geometrias fora desse contexto.

Funcoes e Analise

O conceito de fungdo ¢ uma das ideias centrais da matemadtica, tanto
pura como aplicada. Tal como muitos outros conceitos matematicos com
grande aplicacdo na matemadtica actual, este conceito atravessou Vvarios
estadios, desde a primeira vez que o vocdbulo “fun¢@o” apareceu num
manuscrito de Leibniz e a primeira explicitagdo por Johann Bernoulli,
até a construcio do conceito actual em finais do século XIX. O estudo da
evolug¢ido do conceito de fungio ao longo dos tempos, além de proporcio-
nar aos futuros professores mais um exemplo de como as defini¢des em
matematica evoluem, desperta-os para as dificuldades que os estudantes
tém na compreensdo de um conceito que 0s matematicos experientes
usam praticamente sem pensar.

E comum reduzir as fungdes a formas alternativas de expressar
informacdo de cardcter algébrico e entendé-las apenas como processos de
transformacio de um objecto numa imagem, sendo raros os estudantes do
ensino secundario e mesmo do ensino superior que manifestem a capaci-
dade para as conceber como objectos matematicos. Os cursos de forma-
¢io de professores devem proporcionar uma visdo alargada das fungoes
e do seu papel nos virios ramos da matematica, contemplando aspectos
ligados ao célculo, a andlise, as aplicagoes e as tecnologias.
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Uma boa preparac¢do para leccionar os temas curriculares envol-
vendo fungdes (de uma varidvel real) deve desenvolver os seguintes
aspectos:

® Principais tipos de fungbes e caracteristicas dos seus grdficos, com destaque
para a utilizacdo das transformagcoes elementares e das operagoes com fungoes para
o tragado de novos grdficos. Devem ser revisitadas as fungdes elementares
estudadas nos programas do ensino secundario com o objectivo de escla-
recer as suas caracteristicas, em especial no que diz respeito @ monotonia
e existéncia de extremos, conceitos frequentemente formulados de forma
deficiente. A utilizagdo das transformagdes elementares para a construgio
de graficos deve também ser tratada. Neste campo a utilizag¢do das calcu-
ladoras graficas pode proporcionar aplicagbes adequadas, nomeadamente
no que diz respeito a variacio de pardmetros em familias de fungdes.

® Conceitos de limite e continuidade de fungaes. E fundamental que os
futuros professores entendam como as abordagens intuitivas destes con-
ceitos, tdo em voga em alguns manuais escolares, podem conduzir a con-
clusdes erradas. A necessidade da formalizag¢do surgird entdo de forma
natural, propiciando a fundamentacio rigorosa do calculo diferencial ¢
integral.

Atendendo a que as sucessdes constituem um caso particular das
funcgdes, o seu estudo pode ser feito em paralelo com o estudo das fun-
¢oes, sendo dada énfase a forma particular de que se revestem os resul-
tados sobre sucessoes (teorema das sucessdes enquadradas, teorema das
func¢des mondétonas, ...).

® Conceitos de derivada e integral de uma funcio. Este estudo deve
compreender as interpretagdes geométricas ¢ cinematicas do conceito de
derivada e as aplicacdes geométricas do integral. Em particular o estudo
das dreas pode proporcionar aplica¢des interessantes como a defini¢io de
log x através da drea compreendida entre a hipérbole equildtera, o eixo das
abcissas ¢ as rectas verticais passando pelos pontos de abcissas 1 ¢ x.

o Séries numéricas e séries de poténcias. Na sequéncia do estudo da con-
vergéncia de sucessoes o estudo das séries numéricas surge naturalmen-
te. Por outro lado, o estudo das progressdes geométricas conduz ao estu-
do das séries geométricas e motiva a representagio de funcdes através de
séries. Finalmente, o estudo da série de Taylor mostra como as fung¢des
diferencidveis podem ser aproximadas por polinémios.

® Fungoes transcendentes elementares. Estas funcdes, ja abordadas no
ensino secunddrio de uma forma pouco rigorosa, devem ser revisitadas
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sob diferentes pontos de vista (por exemplo, a defini¢do da funcio loga-
ritmo a partir da fungio exponencial e a situagio inversa, sendo a fungio
logaritmo definida a custa de dreas). Devera ser feita a analise comparati-
va de diferentes abordagens destas func¢des de forma a esclarecer alguma
informacdo, aparentemente desligada, que os futuros professores tém das
mesmas.

"Também no que diz respeito ds fungdes trigonométricas devem ser
clarificadas as relagbes com a trigonometria plana estudada em diferentes
niveis nos programas em vigor.

® Modelacao matemdtica. Os futuros professores deverdo ser sensi-
bilizados para a necessidade de compreender a criagio do modelo, para
que na sua prética lectiva ndo se limitem a afirmar que uma determinada
func¢do modela uma determinada situag¢@o. Por exemplo, a associagio da

sucessdo de termo geral
1 n
(1+3)
n

ao cdlculo do montante de um capital sujeito a um juro continuado cons-
titui um excelente exemplo de modela¢do matematica e faz surgir de for-
ma natural o nimero “¢”. Também as fungbes trigonométricas surgem
naturalmente como modelos matemadticos para fendmenos periédicos,
tais como variagdes de temperatura ou de marés.

A andlise de uma grande parte dos fenémenos, fisicos e quimicos
entre outros, passa pelo reconhecimento dos pardmetros essenciais que
os determinam e pelas variagdes dos mesmos. A modelacio matemadtica
de certos problemas assenta pois no estudo de fungdes que dependem de
virios parimetros, as funcdes de mais do que uma varidvel real. E pois
importante trabalhar o cdlculo diferencial ¢ o cdlculo integral em IR? ¢
IR3, habilitando o futuro professor a determinar planos tangentes a super-
ficies, dreas de regides planas e volumes de sélidos, valores maximos e
minimos (que surgem frequentemente em problemas de Engenharia) ¢
integrais curvilineos (que tém papel de relevo em problemas da Fisica,
nomeadamente da Mecanica).

Mas os futuros professores ndo se devem posicionar apenas como
receptores e utilizadores de um modelo. Devem estar habilitados a mode-
lar algumas situag¢des simples (como o modelo que traduz o arrefecimen-
to do café, referido frequentemente nos manuais escolares para o ensi-
no secunddrio). Assim, os cursos de formagio inicial devem contemplar
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o estudo das equacdes diferenciais, ja que elas constituem um elemento
fundamental para essa construg@o.

® Derivagio e integragio numéricas. A aproximagdo numérica por pro-
cessos finitos da derivagio e da integracido permite uma melhor compre-
ensdo destes conceitos e introduz aos métodos computacionais usados na
resolugdo de problemas resultantes da modelag@o.

® Fungoes de varidvel complexa. Embora a intervengio dos niimeros
complexos nos curriculos escolares se resuma a questdes de representa-
¢io dos mesmos, é desejavel que os futuros professores dominem a teo-
ria elementar das fungdes de uma variavel complexa: holomorfia, analiti-
cidade, integracdo, problema de Dirichlet (com vasta aplicagdo na Fisica
Matematica), teoria bédsica das aplicagbes conformes.

® Tecnologia. "Tendo em conta a intervengdo da calculadora e do
computador nos objectivos gerais dos diferentes curriculos, o futuro pro-
fessor deve familiarizar-se com a sua utiliza¢do. Mas é fundamental que
os cursos de formacdo inicial dediquem especial atencido aos aspectos
relacionados com a sua correcta utilizag@o: os formandos tanto devem ser
confrontados com situagbes em que as calculadoras ou computadores con-
duzam a conclusdes erradas (por exemplo, no estudo das propriedades de
fungdes exclusivamente através da observacido de um grafico obtido com
uma calculadora), como com situa¢des em que o seu uso seja adequado
e util (por exemplo, para trabalhar com modelos que envolvam fungdes
transcendentes).

Matematica Discreta e Logica

A importincia da Matemadtica Discreta e da [.6gica ndo se confina as apli-
cacdes, pelo que devem ser desenvolvidos como tépicos especificos da
formagdo inicial. E fundamental que os cursos de formagcio inicial de pro-
fessores de Matematica aprofundem temas como:

e Teoria de conjuntos. £ importante trabalhar as no¢des de cardina-
lidade finita e de cardinalidade numeravel; compreender porque é que
os conjuntos dos nimeros inteiros € dos niimeros racionais sio conjuntos
numeraveis mas o conjunto dos niimeros reais ja ndo é numeravel.

® Ldgica das proposices. Se existem regras de légica que sdo normas
gerais do raciocinio corrente e que se usam constantemente para demons-
trar as proposi¢des, 0s processos 10gicos que se usam em matematica para
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formar relagdes (operacoes l6gicas) devem ser compreendidos e trabalha-
dos (negagio, conjungio disjung¢ido, implica¢io, equivaléncia). Os futuros
professores devem familiarizar-se com a linguagem simbdlica (nomeada-
mente com a utiliza¢do dos quantificadores) e serem capazes de chegar a
formulagbes matemadticas precisas.

® Combinatéria. A andlise combinatéria € um ramo da matemdtica
que estuda colecgdes finitas de objectos nomeadamente no que diz res-
peito a contagens e se tem desenvolvido fundamentalmente sob moti-
vagdes praticas. A sua parte elementar (arranjos simples, permutacoes e
combinagdes, bindmio de Newton), além de fazer parte do programa do
ensino secunddrio, onde constitui um auxiliar fundamental do cdlculo de
probabilidades elementar, tem certas aplica¢des interessantes em dareas
como a Geometria, Numeros, Jogos ¢ Probabilidades, com liga¢io directa
a temas dos programas dos ensino bésico e secunddrio.

E importante que os futuros professores sejam capazes de diferen-
ciar as diversas leis que o calculo combinatério define para fazer conta-
gens e saibam analisar, no contexto da resolucio de problemas, a utiliza-
¢do do raciocinio aditivo ou multiplicativo.

Estatistica e Probabilidades

Os futuros professores necessitam de um conhecimento simultaneamen-
te conceptual e técnico dos tépicos de probabilidades e estatistica que
constam dos curriculos dos ensinos bdsico e secundario. Devem fami-
liarizar-se com a recolha, leitura e interpretacio de dados € com os pro-
cedimentos para a obten¢do das representagdes mais usuais (graficos e
tabelas). Devem ser sensibilizados para que, apesar da riqueza na trans-
missdo de informagdo que estes processos estatisticos podem proporcio-
nar, eles podem conduzir a interpretagdes erradas. Para o efeito devem
ser apresentados exemplos sugestivos e ligados a actividades do mundo
real. Para dar sentido a informacdo de cardcter estatistico do dia-a-dia
como, por exemplo, a validade das projecgdes eleitorais, devem compre-
ender o papel da selec¢io aleatéria de amostras a partir de uma popu-
lacdo bem definida para estimar parimetros dessa populacdo. Deve ser
compreendido o processo de fazer inferéncia estatistica, em que se usam
estatisticas e teoria da probabilidade para tomar uma decisdo e quantifi-
car o erro associado a tomada dessa decisio.
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Assim, os futuros professores devem adquirir proficiéncia em:

® Organizagdo de dados. Saber organizar dados de acordo com técni-
cas standards para detectar padrdes.

® Andlise de dados. Saber observar dados organizados de forma a esti-
mar as caracteristicas de uma populagio e conceber experimentagdes que
permitam conjecturar relagdes entre variaveis.

® Previsio de modelos. Saber usar a teoria ¢ simulacdes para estudar
distribui¢des de probabilidade e aplicd-las como modelos para fenémenos
reais.

® Inferéncia estatistica. Usar modelos de probabilidade para obter con-
clusdes a partir de dados ¢ medir o grau de incerteza de tais conclusoes.

® Tecnologia. Saber utilizar a calculadora e o software computacional
disponivel em trabalhos de estatistica.

As probabilidades também tém aplica¢cdes importantes fora do ambito da
estatistica, pelo que os futuros professores devem compreender nido sé o
proprio conceito de probabilidade como outros conceitos associados, em
particular os de probabilidade condicional e de independéncia de aconte-
cimentos. E importante que se procure desenvolver destreza no cilculo
da probabilidade. Mas é sobretudo importante nio esquecer que o con-
ceito de probabilidade ¢ um conceito matematico, pelo que a exigéncia
de rigor é essencial, ndo s6 no tratamento do tema como na propria reso-
lucdo de exercicios. O estudo da axiomdtica das probabilidades (curta e
que pode ser construida intuitivamente a partir de experiéncias e exem-
plos adequados) proporciona aos futuros professores a apropriacdo da uti-
lidade deste tipo de abordagem matemdtica.

Aplicacoes as Ciéncias da Computacao

Dada a enorme preponderincia do uso de computadores digitais na vida
corrente e a sua cada vez maior aplica¢do no ensino, os programas de for-
macdo de professores ndo poderdo deixar de contemplar a ciéncia compu-
tacional e a matemadtica com ela relacionada, com destaque para:

o Estruturas discretas e aplicacoes na programagio. A matemdtica dis-
creta tornou-se popular em décadas recentes em parte devido as suas
aplicagdes na computagdo. Os conceitos e notagdes da matemadtica discre-
ta sdo tuteis para o estudo ou para a expressio de objectos ou problemas
em algoritmos de computador e linguagens de programacio.
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® Andlise de algoritmos de recursio. A recursividade estd presente em
matérias que constam dos curriculos do ensino secundario (por exemplo,
as sucessoes definidas por recorréncia) e ¢ a0 mesmo tempo um conceito
fundamental na ciéncia da computacio ¢ uma ferramenta indispensavel
na pratica da programacio. E importante que na formagio de professores
se adquira uma sélida compreensdo ¢ dominio pratico da recursividade e
de conceitos matemadticos relacionados, com destaque para as vdrias for-
mas do principio de indu¢do matematica.

® Grafos e redes. Muitos problemas de interesse pratico podem ser
formulados como questdes sobre certos grafos. Por exemplo, a estrutu-
ra de /inks de um sitio na Internet pode ser representada por um digra-
fo (grafo direccionado). O desenvolvimento de algoritmos para manipu-
lar grafos ¢ um importante tema da ciéncia da computagdo. Na formagio
de professores deve-se adquirir o dominio dos conceitos basicos da teoria
dos grafos e a capacidade de usar adequadamente grafos como modelos
em situagdes concretas.
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